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Taller No. 9: Ecuaciones Lineales de Segundo Orden
El oscilador masa-resorte

Objetivo

Reforzar los temas que fundamentan el conocimiento de las ecuaciones diferenciales de segundo
orden, en el caso especifico del oscilador masa-resorte.

Intriduccién

Un oscilador masa-resorte esta formado por una masa m unida a un resorte fijjo en un
extremo, como se muestra en la Figura 1. Disefie una ecuacion diferencial que gobierne el
movimiento de este oscilador, tomando en cuenta las fuerzas que actian sobre éste debido
a la elasticidad del resorte, la friccion (amortiguamiento) y las posibles influencias externas.
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Punto d‘? ; Ecuaciones diferenciales y problemas con
equilibrio ’ valores de la frontera. Pearson Educacion, 2009.

Figura 1. Oscilador masa-resorte amortiguado.

En esta guia y las siguientes consideraremos diversos sistemas lineales dinamicos, en los cuales
cada modelo matematico es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes junto con condiciones iniciales especificadas en el tiempo t,:
d’y = dy
2 g2 +a; qt + apy = g(0), y(to) = yo, y' (o) =m

Recuerde que g es la funcion de entrada, impulsora o forzadora, del sistema. La salida o
respuesta del sistema es una funcién y(t) definida en un intervalo I que contiene t, y satisface
tanto la ecuacion diferencial como las condiciones iniciales en el intervalo 1.

Para efectos del mayor entendimiento del estudiante se dividen los temas en diferentes guias, por
lo que en esta se analizaran el Movimiento Libre no Amortiguado y los temas de Movimiento Libre
Amortiguado y Forzado.

Sistemas masa-resorte: Movimiento Libre no Amortiguado

e Ley de Hooke. Suponga que un resorte flexible estd suspendido verticalmente de un
soporte rigido, y después una masa m se sujeta a su extremo libre. La cantidad de
estiramiento o elongacién del resorte dependerd, por supuesto, de la masa. Las masas con
diferentes pesos estiran el resorte en diferentes cantidades. De acuerdo con la ley de
Hooke, el propio resorte ejerce una fuerza de recuperacion F que es contraria a la
direccion de la elongacién y proporcional a la cantidad de elongacion s. Expresado de
manera sencilla, F = ks, donde k es una constante de proporcionalidad llamada constante
del resorte.
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e Segunda Ley de Newton Después de que una masa m Se anexa a un resorte y estira el
resorte una cantidad s, el sistema alcanza una posicion de equilibrio en la cual su peso W
se balancea por la fuerza de recuperacion ks. Recuerde que el peso esta definido por
W = mg, donde la masa se mide en slugs, kilogramos o gramos y g = 32 ft/s%,9.8 m/s? o
980 cm/s?, respectivamente. Como indica la figura 2b), la condicion de equilibrio es
mg = ks o mg - ks = 0. Si la masa se desplaza por una cantidad x desde su posicion de
equilibrio, la fuerza de recuperacion del resorte es entonces k(x + s). Si se supone que no
hay fuerzas de retardo que actlen sobre el sistema, y que la masa vibra libre de otras
fuerzas externas — movimiento libre— , podemos igualar la segunda ley de Newton con
la fuerza neta, o resultante, de la fuerza restauradora y el peso:

2
md—x=—k(s+x)+mg=—kx+mg—ks=—kx. Y
dt? — ==

cero

sin estirar

posicion de
equilibrio
mg—ks=0

movimiento - ) L
Mateméaticas avanzadas para ingenieria I:

a b) G ecuaciones diferenciales. 2008.
Figura 2. Sistema masa-resorte.

e Ecuacion Diferencial de Movimiento Libre no Amortiguado. Al dividir (1) entre la masa
m obtenemos la ecuacion diferencial de segundo orden d?x/dt? + (k/m)x =00

d*x X
—=wx =0, 2)

Donde w? = k/m. Se dice que la ecuacion (2) describe el movimiento armonico simple o
movimiento libre no amortiguado. Dos condiciones iniciales evidentes asociadas con (2)
son x(0) = x,, la cantidad de desplazamiento inicial, y x'(0) = x;, la velocidad inicial de la
masa.

e Solucion y Ecuacion de Movimiento. Para resolver la ecuacion (2), observemos que las
soluciones de la ecuacién auxiliar m? + w? = 0 son los nimeros complejos m; = wi, m, =
—wi. Por lo tanto, a partir de la expresién
y = ¢ e™ cos Bx + c,e sin fx = e™(¢; cos fx + ¢, sin fx) encontramos que la solucién
general de (2) es

x(t) = ¢, coswt + ¢, sinwt, 3)

El periodo de vibraciones libres descrito por (3) es T = 2rn/w, y la frecuencia es f =
1/T =w/2m.



Ecuaciones

diferenciales ElNOselador Masa=Resolite ﬁ

Ejemplo 1

Una masa que pesa 2 libras estira un resorte 6 pulgadas. Ent = 0, la masa se libera de un punto
situado 8 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio con una velocidad ascendente de

4 . 5 oz R A
3 pies/s . Determinar la ecuacién de movimiento libre.

Debido a que estamos usando el sistema de unidades para ingenieria, las mediciones dadas en
z g - . g 1 5 2 z .
términos de pulgadas se deben convertir a pies: 6 in = Eft; 8in = gft. Ademés, debemos convertir

las unidades de peso dadas en libras en unidades de masa. De m = W/g tenemos m =%=

% slug. También, con base en la ley de Hooke, 2 = k G) implica que la constante del resorte es
k =41b/ft. Por lo tanto, (1) da:

16 dt? dt?

0]
mlunab

1 d%x d?x ~
=—4x 0 ——+64x=0. -_‘

El desplazamiento inicial y la velocidad inicial son x(0) = g,x’(O) = —g, donde el signo negativo

presente en la ultima condicién es consecuencia de que la masa esta dada con velocidad inicial en
direccion negativa, o ascendente.

Ahora, w? = 64 o w = 8, de manera que la solucion general de la ecuacion diferencial es:

x(t) = ¢, cos 8t + ¢, sin 8t. 4)
Al aplicar las condiciones iniciales a x(t) y x'(t) se tiene ¢, =§ y ¢, = —%. De esta forma, la
ecuacion del movimiento es:
2 1
x(t) = 308 8t — gsin 8t. (5

- /

Observacion: Es importante recalcar que existen otras formas de presentar y hallar la
solucion del ejercicio anterior, sin embargo, aqui se presenta la soluciébn mas general.
Ademas, en el modelo que se analiz6 lineas arriba asumimos un caso ideal, una situacion
donde las caracteristicas fisicas del resorte no cambian en el tiempo. Para estar mas
acorde con el mundo real se utilizaria un modelo para la degradacién de rigidez, donde la
constante k presentada en (1) se reemplaza por una funcién menguante K(t) = ke™%¢,
k>0a>0.

alidacion

ora nos dirigimos a nuestro navegador de internet e introducimos el enlace de la pagina de
Ifram Alpha, o simplemente lo buscamos en Google, posteriormente introducimos en la casilla
de entrada la ecuacion del ejemplo 1 y oprimimos la tecla “Enter”.

Primero revisamos el recuadro de interpretacion de las entradas de Wolfram y revisamos que las
condiciones iniciales estén correctas, para ello podemos separarlas por “,” comas o “;” punto y
coma. Luego revisamos la clasificacién de la ecuacion diferencial y podemos ver que es una

ecuacion de segundo orden lineal, que es el tema que estamos trabajando, “Modelos Lineales de


https://www.google.com.co/?gws_rd=cr&ei=i0_dUpKwDMfmkAfs4oGoBQ
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Orden Superior”. Posteriormente, vemos la forma alternativa donde se utiliza una notacién
diferente para representar la ecuacién y luego nos encontramos el recuadro de la respuesta la cual
coincide con la respuesta obtenida, la Unica diferencia es que Wolfram factoriza (1/6) de la
ecuacion, mas adelante vemos las graficas tanto de la funcién que sigue una forma cosenoidal,
como de la derivada que se ve representada por una elipse.

& WolframAlpha s

| (02 x)/(dt~2 J+64x=0, (0)=2/3, ¥(0)=-4/3 E:I

& E0-8-1 = Examples =4 Random

Inputinterpretation:

{32x1r1

2 4
+odxit)y =0, x0) ==, x"(0)=—=
o () =0,x(0) = 2, ¥'(0) 3}

ODE classification:

second-order linear ordinary differential equation

Alternate form:

2 4
X = - £, x(0) = =, ¥ (0)= —=
) = —64x10), x(0) 3 X 3}

Differential equation solution: [# Step-by-step solution

1 .
x(r) = E (4 cos(8t)—sin(B )

Plots of the solution:
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EJerciclos propuestos \\ | (\\ (\

Utilice el método que se analiz6 en la seccion para resolver:

1. Una masa que pesa 24 libras se sujeta al extremo de un resorte y se estira 4 pulgadas. En
un inicio, la masa se libera del reposo desde un punto situado 3 pulgadas por encima de
la posicidn de equilibrio. Encuentre la ecuacién del movimiento.

2. Determine la ecuacién del movimiento si la masa del problema anterior se libera
inicialmente desde la posicion de equilibrio con una velocidad inicial descendente de
2 ft/s.

3. Una fuerza de 400 newtons estira un resorte de 2 metros. Una masa de 50 kilogramos se
sujeta al extremo del resorte e inicialmente se libera desde la posicion de equilibrio con
una velocidad ascendente de 10 m/s. Encuentre la ecuacion del movimiento.

4. Una masa que pesa 32 libras estira un resorte de 2 pies. Determine la amplitud y el
periodo de movimiento si la masa inicialmente es liberada desde un punto situado 1 pie
por encima de la posicion de equilibrio con velocidad ascendente de 2 ft/s. ¢ Cuantos
ciclos completos habra cubierto la masa al final de 47 segundos?

No olvide validar sus respuestas con Wolfram Alpha.

Para mayor informacion de este tema pueden ver el siguiente video a modo de ejemplo:
http://www.youtube.com/watch?v=JWyyFs7tMfk
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