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Taller No. 10: Ecuaciones Lineales de Segundo Orden
El Oscilador Masa-Resorte Amortiguado

Objetivo

Reforzar los temas que fundamentan el conocimiento de las ecuaciones diferenciales de segundo
orden en el caso especifico del oscilador masa-resorte amortiguado.

Intriduccién

En el estudio de la mecénica, las fuerzas amortiguadoras que actdan sobre un cuerpo se
consideran proporcionales a la potencia de la velocidad instantanea. En particular, a lo largo del
siguiente andlisis asumiremos que esta fuerza esta determinada por un multiplo constante de
dx/dt. Cuando no se aplican otras fuerzas externas al sistema, de la segunda ley de Newton se
deduce que:

d?x _— dx
Moz Tk dt’

i €y

Donde B es una constante de amortiguamiento positiva y el signo negativo es consecuencia de que
la fuerza de amortiguamiento actda en direccién opuesta al movimiento.

Si se divide (1) entre la masa m, encontramos que la ecuacion diferencial del movimiento libre
amortiguado es d?x/dt? + (8/m)dx/dt + (k/m)x =00

d2x+2/1dx+ x=0, (2
dt? ac VT (2)
Donde
_k . _k
2h=—,  wi=—. 3)

El simbolo 21 se usa Unicamente por conveniencia algebraica, dado que la ecuacion auxiliar es
m? + 2Am +w? = 0, y por lo tanto las raices correspondientes son:

my = —-A+A2—-w? m,=-1-12-w2

Ahora podemos distinguir tres casos posibles que dependen del signo algebraico de A2 — w?2. Dado
que cada solucion contiene el factor de amortiguamiento e~*t, 1 > 0, los desplazamientos de la
masa se vuelven insignificantes para un largo periodo.

debido a que el coeficiente de amortiguacién g es mayor cuando se compara con la

o Caso I. 22 —w? > 0. En esta situacion se dice que el sistema estd sobreamortiguado
constante del resorte k. La correspondiente solucion de (2) es x(t) = c;e™! + c,e™2t o
x(t) = e (cle 2-wit | e Az‘wzt). @)

Esta ecuacién representa un movimiento suave no oscilatorio.

Caso Il. 22 — w? = 0. Se dice que el sistema esta criticamente amortiguado debido a que
cualquier disminucién ligera en la fuerza de amortiguamiento resultaria en un movimiento
oscilatorio. La solucion general de (2) es x(t) = ¢c;e™* + c,e™2t 0o
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x(t) = e M(c; + cyt) (5)

El movimiento de la curva es muy similar al de un sistema sobreamortiguado. En (5)
también es posible advertir que la masa puede atravesar la posicion de equilibrio cuando
mucho una vez.

Un ejemplo practico de sistema oscilante fuertemente amortiguado lo tenemos en los
amortiguadores de un automdvil. Sin los amortiguadores, el automévil oscilaria muchas
veces después de un bache. Con ellos, las oscilaciones se amortiguan y el auto, o sélo
oscila pocas veces, 0 no oscila nada en absoluto. Podemos comprobar el amortiguamiento
de nuestro auto empujando hacia la parte delantera o trasera y soltandola. Si el automovil
vuelve al equilibrio sin oscilar, el sistema esta amortiguado critcamente o
sobreamortiguado. Corrientemente, observaremos una o dos oscilaciones, lo que indicaria
gue el amortiguamiento esta un poco por debajo del critico. Si queremos un sistema que
hayamos perturbado vuelva rdpidamente al equilibrio con pocas oscilaciones o sin
oscilacion, convendra que su amortiguamiento sea proximo al critico.

Caso lll. 22 — w? < 0. En este caso se dice que el sistema esta subamortiguado porque el
coeficiente de amortiguamiento es pequefio comparado con la constante del resorte. Las
raices m, y m, ahora son complejas:

m1=_/1+\//12_W2i, m2=—/1—\//12—W2i.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién (2) es:

x(t) =e (C1 cosyw? — A2t + ¢, sinyw? — Azt). (6)

no amortiguado Tal como lo indican la figura 1, el movimiento descrito por (6) es oscilatorio,
subgmortiguado pero debido al coeficiente e~*t, las amplitudes de vibracién — 0 cuando
t - oo,

Figura 1. Movimiento de un Sistema Subamortiguado.
Matematicas avanzadas para ingenieria I:
ecuaciones diferenciales. 2008.

p

Elemplo 1 - Sobreamortiguado

Es fécil verificar que la solucién del problema de valor inicial

d?x dx ,
F'}'Saﬂ"l’x:o, X(0)=1, X(0)=1
Es

5 2
— _ -t _ _ ,—4t
x(t) = 3¢ ze (7

El problema se puede interpretar como la representacion del movimiento sobreamortiguado de una
masa en un resorte. La masa parte de una posicion localizada 1 unidad por debajo de la posicion
de equilibrio con una velocidad descendente de 1 ft/s.

Para graficar x(t) encontramos el valor de t para el cual la funcién tiene un punto extremo, es
decir, el valor del tiempo al cual la primera derivada (velocidad) es cero.

J
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Al diferenciar (7) se tiene x'® = —ge‘t+§e““ , de manera que x'(t) =0 implica e3 == o

ul | o

1 8 . . . . . g ;.
t =§lng= 0.157. Del examen de la primera derivada, asi como de nuestra intuicion fisica, se

deduce que x(0.157) = 1.069 ft es en realidad un maximo. En otras palabras, la masa logra un
desplazamiento extremo de 1.069 pies por debajo de la posicion de equilibrio.

Ejemplo 2 - Criticamente amortiguado

Un peso de 8 libras estira un resorte 2 pies. Asumiendo que una fuerza amortiguadora
numéricamente igual al doble de la velocidad instantanea actla sobre el sistema, determinar la
ecuacion de movimiento si el peso se libera desde la posicion de equilibrio con velocidad
ascendente de 3 pies/s.

De la ley de Hooke, vemos que 8 = k(2) dak=41lbyW =mg dam = 3% = i slug. Por lo tanto, la
ecuacion diferencial del movimiento es:

LEx ™ I P tex=0. (8

adez . T Y ? a2 TR T =0 ®

La ecuacién auxiliar para (8) es m? + 8m + 16 = (m+4)> =0 , de manera que m; = m, = —4.
Entonces el sistema esta criticamente amortiguado y
x(t) = ce™ — ¢ te™*, 9)

Si se aplican las condiciones iniciales x(0) =0 y x'(0) = —3, encontramos a su vez que ¢; =0y ()
¢, = —3. Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento es:
x(t) = —3te . (10)

/Ejemplo 3 - Subamortiguado

Un peso de 16 libras se adhiere a un resorte de 5 pies de largo. En equilibrio, el resorte mide 8.2
pies. Si el peso se impulsa y se libera del reposo en un punto situado a 2 pies sobre la posicion de
equilibrio, encontrar los desplazamientos x(t) sabiendo ademas que el medio circundante ofrece
una resistencia numéricamente igual a la velocidad instantanea.

La elongacién del resorte después de agregarle el peso es de 8.2-5 = 3.2 pies, asi que por la ley

de Hooke deducimos que 16 = k(3.2) o k =5 Ib/ft. Ademéas, m = g = % slug, en consecuencia la
ecuacion diferencial esta dada por:

1d2x— 5 dx d2x+2dx+10 =0 11

2aez - T ¢ ez~ “dt x=0. (b

Al proceder, encontramos que las raices de m? + 2m + 10 =0 son m; =-1+3i y m, =-1-3i, lo
cual implica un sistema subamortiguado y
x(t) = e t(cy cos 3t + ¢, sin 3t).

e . . . ) 2
Por ultimo, las condiciones iniciales x(0) =-2 y x’(0) = 0 producen ¢; = -2y ¢, = -3 » entonces la
ecuacion de movimiento es:

k x(t)=et (—2 cos 3t — gsin 3t). j
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alidacion

ora nos dirigimos a nuestro navegador de internet e introducimos el enlace de la pagina de
Ifram Alpha, o simplemente lo buscamos en Google, posteriormente introducimos en la casilla
de entrada la ecuacion del ejemplo 1 y luego oprimimos la tecla “Enter’. Se hace el mismo
procedimiento para el ejemplo 2.

En el caso del ejemplo 1, revisamos el recuadro de interpretacion de las entradas de Wolfram y
revisamos que las condiciones iniciales estén correctas. Luego revisamos la clasificacion de la
ecuacion diferencial y podemos ver que es una ecuacion de segundo orden lineal, que es el tema
que estamos trabajando: “Modelos Lineales de Orden Superior’. Posteriormente, vemos la forma
alternativa donde se utiliza una notacion diferente para representar la ecuacién un poco mas
compacta, y luego nos encontramos el recuadro de la respuesta, sin embargo, con un primer
vistazo parece que las respuestas no coinciden debido a que el software presenta la respuesta
diferente. Para salir de dudas basta con hacer clic sobre la respuesta y Wolfram inmediatamente
toma esa ecuacién como una entrada; luego nos dirigimos a las formas alternativas de presentar la
ecuacion y encontramos alli la respuesta que coincide con la obtenida lineas arriba en el ejemplo
1, tal como se muestra en la figura:

I WolframAlpha sz
Tnput:
| (" 29/(dt~2)5(c/d)+(=0 0)=1%(0)=1 ] 1ot iasse7)
‘ ) 3
=R o == R 4 = Examples 32 Random
Input interpretatian:
(X0 5. 2O 4ty = 0,000 = 1, ¥'0) = 1)
at? at

ODE classification:

second-order linear ordinary differential equation

Ensble interactivity &
Alternate form:

k") = =5x"(t) - 4x(t), x(0) = L x"(0) = 1)

2 |
200000 |
| 400000

Differantial zquation solution: e e | -sooooo |

. 800000 |
- 3 |
xtr):§£ H(5e' -2 10108

Y

(t from -4 to 4

“1ax108|

Blats of the solutian:
Ensble interactivity &

Alternate forms:

. \_J\ s 1

3 3

Luego de realizar el mismo procedimiento para el ejemplo 2, vemos en este caso una respuesta
clara que coincide con la respuesta obtenida, ademas de arrojar 2 gréficas: una del
comportamiento de la funcion y la otra de su derivada como es comun del software.



https://www.google.com.co/?gws_rd=cr&ei=dojdUqbwM43qkQf1_oD4CA
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% WolframAlpha e
| ((d"~2o)/(dt~2) ) +8( o/ dt)+(16)=0 ,x(0)=0,x(0)=-3 E|
&E-E-|m D = Examples == Random
Input interpretation:
(ZXO 4 5, 2O 4 16500 = 0,x00) = 0,x'(0) = -3
at? at

ODE classification:

second-order linear ordinary differential equation

Alternate form:

lx""(t) = =8 x'(£) = 16 x(t), (0) = 0, x"(0) = -3}

Differentiz| equation solution: Approximate form | | [ Step-by-step solution

x(t)=-3e ¥t

Plots of the solution:

Utilice el método que se analiz6 en la guia para resolver:

1. Una masa que pesa 4 libras esta unida a un resorte cuya constante es 2 Ib/ft. El medio
ofrece una fuerza de amortiguamiento que es numéricamente igual a la velocidad
instantdnea. La masa inicialmente se libera desde un punto localizado un (1) pie por
encima de la posicion de equilibrio a velocidad descendente de 8 ft/s. Determine el tiempo
al cual la masa cruza la posicién de equilibrio. Encuentre el momento en el que la masa
logra su desplazamiento extremo a partir de la posicion de equilibrio. ¢ Cudl es la posicion
de la masa en ese instante?

2. Un resorte de 4 pies mide 8 pies de largo después de unirlo a una masa con peso de 8
libras. El medio a través del cual se mueve la masa ofrece una fuerza de amortiguamiento
numéricamente igual a v2 veces la velocidad instantanea. Encuentre la ecuacion de
movimiento si la masa se libera inicialmente desde la posicion de equilibrio con velocidad
descendente de 5 ft/s. Encuentre el momento en el cual la masa logra su desplazamiento
extremo a partir de la posicion de equilibrio. ¢Cual es la posicion de la masa en ese
instante?

3. Una masa con peso de 10 libras estira un resorte 2 pies. La masa se sujeta a un
dispositivo de amortiguamiento de velocidad que ofrece una fuerza amortiguadora
numeéricamente igual a B(B > 0) veces la velocidad instantanea. Determine los valores de
la constante de amortiguamiento f de manera que el movimiento posterior sea a)
sobreamortiguado, b) criticamente amortiguado y c) subamortiguado.

No olvide validar sus respuestas con Wolfram Alpha.

Para mayor informacién de este tema pueden ver el siguiente video a modo de ejemplo:
http://www.youtube.com/watch?v=0xdY wZB4n8



http://www.youtube.com/watch?v=OxdY_wZB4n8
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